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非比例阻尼结构体系的快速随机分析
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摘　要:　作者基于结构动力学 、虚拟激励法和拟力法的基本思想推导了一种适用于非比例阻尼结构体系的新型快速随

机分析方法。在所提出的新方法中 , 非比例阻尼结构的动力平衡方程以迭代的形式列出 ,基于此迭代方式 , 避免了大型

矩阵的求逆运算。此外 , 与前人研究工作不同 ,新方法不需要求解结构体系的复数特征值 ,避免了复数运算。同时 , 作者

指出了迭代方法收敛的充分条件 , 并研究了如何优化迭代矩阵来实现迭代过程的快速收敛。最后 , 作者进一步分析该方

法的计算效率。
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Abstract:　Fundamental principles from structural dynamics , pseudo excitation method and pseudo force method are used to

develop a new fast stochastic method fo r seismic analysis of the non-propo rtionally damped structure.In the new method , the

dynamic equilibrium equation of non-propor tionally damped structure is expressed in the itera tion form , based on which the in-

verse operation of the matrices is avoided.Moreover , the new method also does no t need the solution o f any complex eigenvalue

problem , in contrast to o ther methods found in the literature.Sufficient condition for the convergence of the iterative method

has been provided , and the approach to optimize the iterative matrices for rapid convergence is researched.Finally , the compu-

tation efficiency of the method is examined.
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对于非比例阻尼结构体系而言 ,利用无阻尼结构的实模态矩阵往往无法将动力平衡方程进行解耦运算 ,

传统的处理方法往往是采用状态向量法[ 1] ,计算非比例阻尼结构体系的复数特征值和特征向量 ,从而进行

复模态分析。然而 ,复数问题往往意味着复杂运算和较大的计算量 ,为了克服此缺陷 ,许多学者提出了各具

特色的求解特征值方法[ 2-5] ,以改进计算效率 。同时 ,另外一部分学者试图通过其他手段[ 6-9]来避免复数特

征值的求解。前人研究表明 ,相对于其他方法而言 ,迭代法在计算效率和准确性上具有一定的优势 。通常认

为:对于非比例阻尼结构体系而言 ,不论是在时程运算还是随机分析中 ,迭代法均具有较好的适用性 。自上



世纪 90年代以来许多学者在此方面进行了较为系统的研究[ 10-13] ,在前人工作的基础上 ,作者提出了一种适

用于非比例阻尼结构体系的新型快速随机分析方法 ,该方法优于前人所提出的方法 。首先 ,该方法是基于虚

拟激励法的推导 ,其具备虚拟激励法在随机分析中的高效率特征[ 14] ;其次 ,结合拟力法的优势 ,避免了随机

分析中的矩阵求逆运算;同时 ,基于该方法的随机运算避免了复数特征值和特征向量的求解 ,具有工程实用

价值 。最后 ,文中通过重构迭代矩阵的措施来提高收敛速度 ,并从数学角度分析了该方法的计算效率。

1　构造迭代公式

非比例阻尼结构体系的运动方程可以写为如下形式

MU
¨

+C﹒U +KU =-MEu
¨

g(t) (1)

其中 ,M 、C和K 分别为非比例阻尼结构体系的质量 、阻尼和刚度矩阵 。 U=[ u1 , u2 , …, un]
T 为结构体系

相对于地面的位移向量。 U的上标黑点代表了对时间的导数 。E为影响因子向量 ,表示当基础发生单位位

移时结构体系的刚体位移 。令 Υ=[ φ1 , φ2 , … , φn]表示无阻尼结构体系的模态矩阵

ΥT
MΥΨ= ΥT

KΥ (2)

其中 ,上标 T 表示矩阵的转置操作 ,矩阵 Ψ为包含结构体系特征值的对角矩阵。对于大型结构而言 ,可定

义其前几阶模态为

Υa =[ φ1 , φ2 , …, φn
a
] , na <<n (3)

其中 , na<<n 为截取模态的数目。为了对式(1)进行解耦 ,可以采用下面的转换

U = Υaq (4)

其中 , q ∈ R
n
a
×1
为正则坐标向量。我们可以将微分方程式在模态子空间中重新写为如下形式

q
¨

+ Cq
·

+ Kq =-Γu
¨

g(t) (5)

其中 , Γ=Υ
T
aME为模态参与因子向量 。 C ∈ R

n
a
×n

a和 K ∈ R
n
a
×n

a为变换后的阻尼和刚度矩阵 。

式(5)中的矩阵  C 可以分解为如下形式

 C = Cd + Cf (6)

其中 ,矩阵  Cd 为由矩阵 C 的主对角元素构成的对角矩阵 。矩阵  C f 为由矩阵 C的非对角元素构成的矩阵。

为了实现更快的迭代收敛 ,同时使得推导过程更一般化 ,可通过引入一个迭代系数来优化迭代收敛过程 ,将

对角矩阵  Cd 分解为如下 2部分

 Cd =α Cd +(1-α) Cf (7)

其中 ,系数 α可根据式(25)得到 ,其合理取值可以加快迭代速度 ,下文中将对其如何取值进行详述。因此 ,

矩阵  C可以划分为

 C =A +B =α Cd +(1-α) Cd + Cf (8)

其中 ,矩阵 A=α Cd 为构造的优化对角矩阵 。B=(1-α) Cd + Cf 包含了减去对角矩阵 A 之后剩余的对角

矩阵(1-α) Cd 和矩阵 C的非对角部分 Cf 。将式(8)带入式(5),并将 B=(1-α) Cd+ Cf 移至方程的右边 ,

可得

q
¨

+A﹒q + Kq =-Γu
¨

g(t)-B﹒q (9)

　　在非比例阻尼结构体系的随机分析中 ,假定输入的地震动为 0 均值高斯过程 ,功率谱密度函数标记为

S u
¨

g
。鉴于传统的随机振动分析方法较低的计算效率 ,该文引入虚拟激励法 ,地面运动可假定为虚拟的弦波

输入

u
¨

g(t)= S ü
g
erωt , r = -1 (10)

定义: Hd =(-Iω
2
+rωA + K)

-1
(11)

其中 , I ∈ Rn×n为常数向量 。根据式(9)和式(10),虚拟响应的迭代解可以从下式给出

q
(k)=q

(k)
ω S u¨

g
erωt (12)
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q
(k)
ω =-Hd(Γ+rωBq(k-1)ω ) (13)

其中 ,初始虚拟响应可定为 q
(0)=0和 q

(0)
ω =0 。根据式(12)和式(13)的迭代过程可以得到虚拟响应的收敛

解。进而 ,结构体系的位移功率谱密度函数可以通过下式得到

SU = U
＊
U

T (14)

其中 ,上标＊表示复数共轭。 U 可以通过将式(12)和式(13)的虚拟响应收敛解代入式(4)得到。

2　收敛条件以及迭代矩阵优化

令 q
e , qeω表示在虚拟激励 u

¨
g(t)= S ü

g
erωt下式(5)中虚拟响应的精确值 , q(k), q(k)ω 为迭代过程求得虚

拟响应的 k 阶迭代近似解。另外 ,式(12)和式(13)可以重新写为如下形式

q
e = q

e
ω S u¨

g
erωt (15)

q
e
ω=-Hd(Γ+rωBq

e
ω) (16)

　　将式(15)和式(16)分别减去式(12)和式(13),并且定义 δ(k)=qe-q(k), δ(k)ω =q
e
ω-q

(k)
ω 可以得到

δ(k)=δ(k)ω S ü
g
erωt (17)

δ(k)ω =-rωHdBδ
(k-1)
ω (18)

　　可以得到递归表示

δ(k)ω =[ G(ω)] kδ(0)ω (19)

其中: G(ω)=[ ω(ωW)-1B] (20)

ωW =ωM +rωN (21)

　　W 为对角矩阵 ,并有

M =A =α Cd (22)

ωN = Iω2 - K (23)

　　易知:如果当[ G(ω)]
k
※0时 , δ

(k)
ω ※0 ,则迭代方程(13)收敛。此条件等价于矩阵 G(ω)的谱参数

ρG(ω)在所有的频率点处均小于 1 。由于谱参数 ρG(ω), ω∈ R 在计算上十分困难 ,特别是对于大型矩阵而

言 ,因此许多学者提出了保证迭代式(13)收敛的充分条件 ,其中一个可以描述为如下形式

ρG(ω)=ρW-1 B(ω)≤ρA -1B (24)

　　基于上述条件 ,通过令相应谱参数 ρA -1 B的边界为一个最小值得到系数α的最优值 ,可参考文献[ 10]

αopt =
λmax( C

-1
d  C)+λmin( C

-1
d  C)

2
(25)

其中 , λmax( C
-1
d  C)和 λmin( C

-1
d  C)分别为矩阵  C

-1
d  C的最大和最小特征值。作为评估迭代序列的收敛速度 ,

定义如下的参数

Errk(i)=RMS
ω∈ R
(q

e
ω(i)-q

(k)
ω(i))/ RMS

ω∈ R
(q

e
ω(i)) (26)

v k =(‖Errk ‖/ ‖Err0 ‖)
1/ k (27)

其中 ,Errk(i)为第 k 次摄动第 i 个正则坐标的迭代误差的规一化均方根 , v k 为误差的平均减小因子 ,

‖Errk ‖为第 k 次代的误差向量的 Euclidean值 , ‖Err0 ‖初始误差向量的 Euclidean值 。

同样 ,可以定义

CRk =-
1
k
log(‖Errk ‖/ ‖Err0 ‖) (28)

作为第 k 次迭代的收敛平均速率 。

3　计算效率分析

在大型结构体系中 ,截取模态的数目 na 远远小于结构的自由度数目n ,所以与数量 na 相关的计算量足

够小可以忽略。同时 ,与频率无关的计算量在随机分析中同样可以忽略 。表 1列出了该文所提方法主要的

计算流程 ,并详细对比分析了新方法和一般常规方法的计算效率 ,其中 N ite和 N f re分别表示迭代次数和功率
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谱密度函数的频率点数目 。如表 1所示 ,新方法的计算效率大致为 n
2
N fre的量级 ,这与林家浩等

[ 15]所提方

法的计算效率基本相同。尽管如此 ,从表 1中可以看到 ,新方法的优势在于非对角矩阵的逆运算可以避免 ,

这就可以避免某些情况下由于矩阵病态所导致的数值问题 。
表 1　文中所提随机分析方法 、常规分析方法的计算流程和计算效率

步骤
文中所提随机分析方法

计算项 计算量

常规分析方法[ 15]

计算项 计算量

1 A=α Cd , B=(1-α) Cd+ Cf nq for　1∶N fre

2 for　1∶N fre P= K -ω2I , Q=-ω C nq

3 Hd=(-Iω
2+rωA+ K)-1 nq F real=-Γ S ü

g
nq

4 for　1∶N ite q real=(P+QP
-1 Q)-1Freal n3

q

5 q(k)ω =-Hd(Γ+rωBq(k-1)ω ) n 2
q q imag=P

-1 Qq real n2
q

6 end qω=q real+rq imag nnq

7 U=Υqqω nnq U=Υqqω nq

8 SU=U
＊UT

n2 SU=U＊UT
n2

9 end end

总计算量 n2 N freq n 2N freq

4　结　论

作者提出了一种适用于非比例阻尼结构体系的新型快速随机分析方法 ,对其收敛条件进行研究 ,并提出

了迭代矩阵的构造方法以加快收敛速度 ,最后从数学角度分析了其计算效率。区别于前人所做的工作 ,该文

所提出的方法主要具备 2个方面的优点:

a.可以避免非比例阻尼结构体系复数特征值和特征向量的求解 ,因此其计算效率得以大大提高 ,特别

适用于需要多次求解特征值的结构体系 ,如结构-阻尼器体系。

b.可以避免矩阵求逆运算 ,从而避开了病态矩阵可能导致的一系列数值问题 。同时 ,如文中所示 ,迭代

运算并没有增加过多的计算量 。因此 ,该文所提方法在非比例阻尼结构体系的随机分析中是准确的且具有

较高的计算效率 。
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transformation ,LFT)方法来考虑 。为便于 H∞控制器的设计 , 使用基于线性矩阵不等式(linear matrix in-

equalities , LM I)的高效算法来求解 。对一个安装 AMD的 2层结构模型设计了 H ∞控制器 ,控制器使用结构

每层的加速度作为反馈信号。对结构进行了振动台试验 ,试验中所作用的地震激励为 1940年 El Centro 地

震波。结果表明 ,所提出的控制器能有效降低结构的反应 。在结构中引入质量和刚度不确定以验证所提出

的控制器的鲁棒性 。刚度不确定性是通过在结构的底层对角安装形状记忆合金丝(shape memo ry alloy ,

SMA)来引入的 ,当对 SMA丝用电流加热时 ,结构的刚度会随之改变。质量不确定性是通过在结构各层外

加质量来实现的 。H∞控制器的试验结果与极点配制法的结构进行了比较 ,结果表明 H∞控制器在结构的质

量和刚度发生改变时仍能保持较高的减振水平 ,而极点配制法则随着结构参数的改变控制效果变差 。试验

结果验证了H∞控制器在结构振动控制中的有效性 ,更重要的是 ,H∞控制器对于结构参数变化具有较强的

鲁棒性。
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