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摘　要:根据抗震规范设计的要求 , 在强烈地震作用下建筑结构会进入屈服阶段 ,对二次结构体系进行动力分析

时需要考虑主体建筑结构的非线性。基于此 ,本文利用随机振动和等效线性化方法推导了由非线性主体结构和

支撑于其上的附属结构所组成的二次结构体系的随机响应表达式 ,以此来分析了主体结构非线性对附属结构动

力响应的影响 ,进而以附属结构的均方响应为研究指标 , 分析了主体结构非线性对附属结构最优位置的影响 , 并

对多个附属结构的相互影响进行了研究 , 得到了一些有益的结论。
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1　引 言

二次结构体系是由主体结构和附属结构两部

分组成的 。一般将仪器设备 、管线管道以及填充墙

和天花板等称作附属结构 ,而把直接与地面相连的

建筑结构称作主体结构。在地震作用下 ,尽管建筑

物主体结构并没有损坏 ,但附属结构的损坏往往也

会导致严重的后果 ,如核电站 、电厂 、医院以及于其

他生命线工程等 ,其在地震作用下的完整性和持续

运行性 ,对灾中和灾后的生命安全和生产恢复有着

重要意义。从上世纪 70年代开始 ,附属结构的安

全性问题开始引起了人们的广泛关注和研究[ 1-10] ,

然而早期的研究大多基于主体结构为线弹性的假

设。由于强地震作用下主体结构往往进入屈服段 ,

考虑主体结构的非线性特性更符合实际工程情况 ,

可以得到更加合理的分析结果 。因此 ,由非线性主

体结构与附属结构构成的非线性二次结构体系有

着重要的研究价值和现实意义。国外学者上对考

虑非线性特性的二次结构体系进行了多方面的研

究 , 主要包括非线性二次结构体系的动力特

性[ 11-15] ,近似的计算方法[ 16 , 17] ,非线性对楼层反应

谱的影响
[ 18 , 19]

等 ,而国内对二次结构体系非线性

特性方面的研究则很少。

　　本文以高斯白噪声随机激励作为输入 ,同时考

虑主体结构的非线性特征 ,以等效线性化的方法对

支撑于非线性主体结构上的附属结构进行研究 ,指

出了附属结构响应的影响因素 ,并与线性主体结构

的情况进行比较 ,分析了非线性特性对附属结构响

应和最优位置(附属结构均方响应最小处)的影响 ,

同时本文还对多个附属结构之间相互作用的影响

进行了分析。

2　理论方程

主体结构采用剪切模型 ,并设 n层主体结构上

支撑有m个附属结构 ,附属结构 s1 , …, sm分别位于

主体结构上的 s(1), …, s(m)层 。地震作用下主体

结构往往进入非线性 ,而附属结构为了保证安全以

及工作性 ,一般会确保其处于线性状态 ,建立非线

性主体结构与线性附属结构共同构成的二次结构

体系的理论模型 ,如图 1所示 。对于非线性分析 ,有

许多种方法 ,本文采用等效线性化方法。由于非线

性动力响应往往并不是高斯分布 ,因此采用等效线

性化方法与实际结果是存在着一定偏差的 ,但是鉴

于它的简单和适用性 ,方便简捷 ,在工程中有着广

泛的应用 。

2.1　滞回模型

本文采用应用较广泛的 Bouc-Wen 光滑非线

性模型描述层间滞回恢复力特性[ 20] 。有关研究结

果表明 ,该模型能较好地反映很多结构的非线性特

征。Y.K.Wen 假设结构的阻尼力是线性的基础



图 1　二次结构体系的模型示意图

Fig.1　S chematic diagram of th e model of

primary-secondary sys tems

上 ,引入了滞变恢复力的概念:

g(x , x
·
)=cx

·
+αkx +(1-α)kz (1)

式中后一项是滞变恢复力 , α是屈服后刚度与屈服

前刚度之比。同时 Y.K.Wen给出了参数 z 和 x 的

关系式:

z
·
=Ax

·
-γ|x

·
||z|

n-1
z -βx

·
|z|

n
(2)

式中 A 为表示恢复力幅值的常数 ,一般取为 1 , β

和γ为控制恢复力曲线形状的常数 ,n为控制恢复

力曲线光滑程度的参数 ,常取为 1 。参考文献[ 13]

和[ 21] ,本文取 A =n =1 , β =0.05 , γ=0.95 ,等

效线性化方法可以得到较好的精度 ,同时滞回曲线

较为饱满 ,并可避免混沌的产生 ,则上式可以简化为

z
·
=A x

·
-γ|x

·
|z -βx

·
|z| (3)

根据式(3)可以定义表达式:

　h(x , x
·
, z)=z

·
-A x

·
+γ|x

·
|z +βx

·
|z| (4)

对式(4)进行等效线性化处理 ,假设 z
·
=cex

·
+kez ,

可以简化为另一种形式:

he(x , x
·
, z)=z

·
-cex

·
-kez (5)

式中 e =h(x , x
·
, z)-he(x , x

·
, z),为确定等效线性

化的参数 ,令上面两式的差 e 的均方值最小 , 从而

可得 ce 和 k e 的表达式:

ce =E
 h
 x
· =A -γE z

 |x·|
 x
· -βE [|z|] =

A - 2
π
γE(x

·
z)
σx·

+βσz (6)

ke =E
 h
 z
=-γE[|x

·
|] -βE x

·  |z|
 z

=

- 2
π
γσx· +β

E(x
·
z)
σz

(7)

2.2　运动方程
假定主体结构各层滞回特性相同 , 地震动 x

··
g

为强度为 S 0 的平稳高斯白噪声 , x pi 为主体结构 i

层的层间位移 , xs i 为第 i个附属结构的相对于支撑

层的位移 ,建立n层非线性主体结构上支撑有m 层

附属结构的二次结构体系的运动方程 ,并写成状态

向量的表达形式:

{u
·
}+[F]{u}=-{V}x

··
g (8)

式中

{u}
T
=[{up(1)}

T
, … ,{up(n)}

T
,{us(1)}

T
, …,{us(m)}

T
]

{up(i)}
T
=[ xp(i), x

·
p(i) , z p(i)] ,1 ≤ i ≤n

{u s(j)}
T
=[ xs(j) , x

·
s(j)] ,1 ≤ j ≤m

{V}T =[ 0 ,1 ,0 , … ,0

n+m

]

[ F] =[F d ] +∑
m

i=1
[F ni ] +∑

m

i=1
∑
m

j =1 , j≠i
[ Fs ij ]

其中 [ Fd ] =[ Fdp ,0n×m ;0m×n ,Fds]

[ Fdp ] =[ F p(1), p(1) ,Fp(1), p(2) ,01×(m-2) , … ,01×(i-2)

　　Fp(i), p(i-1) ,F p(i), p i ,F p(i), p(i+1) ,01×(n-i-1), …

　　01×(n-2) ,F p(n), p(n-1) ,Fp(n), p(n)]

[ Fds] =diag([F s(1), s(1) , … ,Fs(j), s(j) , … ,Fs(m), s(m)])

Fp(i), p(i-1) =[ 01×3;-hp(i-1)αp(i-1)kp(i-1)

　-hp(i-1)cp(i-1) , -hp(i-1)(1 -αp(i-1))kp(i-1);01×3 ]

Fp(i), p(i)=[ 0 , -1 ,0;(hp(i)+hp(i-1))αp(i)kp(i)

　(hp(i)+hp(i-1))cp(i) ,(hp(i)+hp(i-1))(1 -αp(i))k p(i)

　0 , -ce(i), -ke(i)]

Fp(i), p(i+1) =[ 01×3;-hp(i)αp(i+1)k p(i+1)

　　-hp(i)cp(i+1) , -hp(i)(1-αp(i+1))kp(i+1);01×3 ]

当 i =1时 ,F p(1), p(0)不存在;当 i =n时 , Fp(n), p(n+1)

不存在 , Fs(i), s(i)=[ 0 , -1;(hp(r)+hs(i))ks(i) ,(hp(r)

+hs(i))cs(i)] , s(i)=r , hp(i)=1/mp(i) ,hs(i)=1/ms(i)。

假设第 i个附属结构位于主体结构第 r 层 ,则

[ Fni ] r , n+i =[ 0 ,0;-hp(r)ks(i) , -hp(r)cs(i);0 ,0]

[ Fni ] r+1 , n+i =-[ Fn i] r , n+i

[ Fni ] n+i , r =[ 01×3;-hp(r)αp(r)kp(r) , -hp(r)cp(r)

　　　　　-hp(r)(1 -αp(r))kp(r)]

[ Fni ] n+i , r+1 =[ 01×3;hp(r)αp(r+1)k p(r+1) ,hp(r)cp(r+1) ,

hp(r)(1 -αp(r+1))kp(r+1)]

[ Fni ] 中其他元素均为 0 , 并且当附属结构位于顶

层时 ,Fp(n+1), s(i) ,F s(i), p(n+1)不存在。如 s(i)≠s(j),

则[ Fsij ] =[ 0] (3n+2m)×(3n+2m);如 s(i)=s(j), i ≠ j ,

则[ Fsij ] n+i , n+j =[ 0 ,0;hp(r)ks(j) ,hp(r)cs(j)] 。

式(8)给出了状态方程所有的向量矩阵的表

达式 。通过后乘{u}T , 取期望 , 并将所得方程与它
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的转置相加 ,则得方程:

[ ﹒S(t)] +[ F(t)] [ S(t)] +[ S(t)] [ F(t)] T =[ P(t)]

(9)

式中 [ S(t)] =E[ {u(t)}{u(t)}T] 为状态向量的

协方差函数 , [ P(t)] 可以写成[ P(t)] ={V}{V}T

×2πI(t)的形式。如果输入激励强度为 S0 的高斯

白噪声 ,并对上述方程只考虑稳定解 ,则可以写成

如下形式:

　[ F] [ S] +[ S] [ F] T ={V}{V}T ×2πSg (10)

该方程为李雅谱诺夫方程。可以通过矩阵代数来求

解。利用上述式(6 ,7 ,10)进行迭代求解 ,其步骤如下。

(i)指定 cei 和 k ei 的初始值 , 1 ≤ i ≤n。

(ii)利用(i)指定的等效参数 ,通过求解李雅

谱诺夫方程来得到协方差矩阵[ S] 的各个元素值。

(iii)利用上面方程得到新的 cei 和 kei 的值。

(iv)再次计算对应新的等效参数的协方差矩

阵[ S] 。

(v)检验计算的收敛条件 ,看是否满足。如果

不满足收敛条件 ,重复(iii)～ (v)步 ,直到得到一

个收敛的解。

3　数值分析

本文考虑了主体结构的非线性 ,采用等效线性

化方法计算支撑与主体结构之上的附属结构的动

力响应。基于上文推导的理论方程 ,以附属结构随

机响应的均方根值为研究指标 ,分析了单个附属结

构响应的几个影响因素 ,包括附属结构的质量 、频

率以及所在位置等 ,并对附属结构的最优位置(附

属结构均方响应最小处)进行了分析 ,同时还研究

了主体结构非线性的影响 ,与线性主体结构情况相

比较 。而对于主体结构上支撑多个附属结构的情

况 ,这里研究了两个附属结构之间的相互作用对附

属结构响应的影响 。为了便于分析规律 ,分别建立

了两种剪切型主体结构模型:3 层和 10 层建筑结

构。3层主体结构为最简单的多层建筑结构 , 分析

的因素简单而明了 ,便于分析;而 10层主体结构相

对而言更具一般性 ,可以用来验证基于 3层主体结

构得到的规律 。同时为了简化起见 ,设建筑物各层

采用相同的非线性滞回参数 ,每层的质量均为 mp i

=1000 kg ,刚度为 kp i =2×10
6
N/m ,阻尼比为ξp

=0.05 ,附属结构阻尼比为ξs =0.02 。

3.1　3层主体结构

3.1.1　单个附属结构

定义描述主体结构非线性影响的指标:rnon =

σxs , nonlinear/σxs , linear , 其中 σxs , linear , σxs , nonlinea r 分别为主

体结构线性和非线性时对应的附属结构响应均方

根值 。图 2给出了指标 r non 随着附属结构频率变化

的规律。从图 2可以看到 ,在低频段 ,非线性对附属

结构的响应影响较小 ,在接近主体结构基频时主体

结构的非线性极大降低附属结构的响应;另外 ,不

同质量比情况下 ,附属结构的响应变化规律并不相

同 ,同时 ,当附属结构处于不同的楼层位置时 ,主体

结构非线性对附属结构响应的影响也不相同。以附

属结构在底层上的响应为基准 ,建立分析指标:r f lo

=σx
s
, f loor=2 , or3/σx

s
, f loor=1 ,其中σx

s
, f loor=i 为附属结构

处于主体结构的 i 层时响应均方根值 ,通过对指标

r f lo 的分析得到了图 3。从图 3可以看出 ,小质量附

属结构受主体结构非线性的影响较小 ,随着附属结

构质量的增加 ,低频段非线性的影响仍然较小 ,而

中高频段非线性的影响明显;随着附属结构质量的

增加 ,在中高频范围内 2 、3层附属结构的响应趋向

于增大 ,大于底层附属结构的响应。对应主体结构

的每阶振动频率 ,图 3中曲线体现为一个波峰和两

图 2　主体结构非线性对不同频率附属结构的影响
Fig.2　Ef fect of nonlineari ty of p rim ary sys tem on seismic respon se of secondary system of dif f erent f requ encies
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图 3　不同参数组合下附属结构的最优位置分布

Fig.3　Op timal posit ion of secondary sy stem

个波谷 ,且在附属结构质量较小时体现最为明显 。

图 4给出了附属结构的最优位置随着质量和非线

性参数改变的变化情况。

3.1.2　多个附属结构

同一个建筑物上放置有多个附属结构 ,当附属

结构的质量较小时相互之间的影响往往很小 ,当质

量足够大时 ,多个附属结构会通过主体结构来产生

相互之间的影响。令ms1/m p =0.1 ,ms2/m p =0.1 ,

附属结构 ms1 放置在主体结构的底层 ,取附属结构

　

ms1响应的均方根值rms s1为研究指标 ,分析附属结

构ms2的存在对附属结构ms1动力响应的影响 。图5

给出了附属结构 2的质量变化对附属结构 1 动力

响应的影响变化。从图5可以看到 ,随着附属结构2

质量的增大 ,对附属结构 1的影响随着增大 ,而影

响随着频率变化的大致规律并没有改变。从图中还

可以看到 ,附属结构 2在与附属结构 1调谐共振的

频率范围附近时 ,对附属结构 1影响的变化最为明

显 ,与主体结构调谐频率范围附近和高频段次之 ,

低频段变化最小。同时可以看到 ,附属结构 2 的存

在对附属结构 1的最优位置的影响较小。

3.2　10层主体结构

上文已经对 3层主体结构进行了规律探讨 ,模

型虽然简单 , 但是已包含了所研究问题的基本特

征 ,可以体现某些规律性 。建立了 10层主体结构与

其上附属结构共同构成的二次结构模型 ,对单个附

属结构的最优位置进行计算 ,并通过图 6分析非线

性对最优位置的影响。图 6可以看出 ,当附属结构

质量较小时 ,低频范围内最优位置位于底层 ,高频

范围内最优位置趋向底层 ,而在中间频率范围附属

结构的最优位置位于中间各层 ,具体的位置可以根

据前文所述迭代方程优化求解。主体结构非线性对

图 4　不同质量的附属结构 2对附属结构 1的影响

Fig.4　Ef fect of diff eren t mass ratio of secondary system 1 on seismic response of secondary system 2

图 5　10层主体结构的非线性对其上附属结构的最优位置的影响
Fig.5　Effect of n on linearity of 10 f loor primary system on the opt ional posi ti on of s econdary system
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中间频率范围内的附属结构最优位置有影响 ,且影

响不明显 。如图 6(b , c)所示 ,随着附属结构质量

的增大 ,线性主体结构上的附属结构的最优位置首

先趋向于底层 ,非线性特性使得附属结构的最优位

置受质量的影响较小;当附属结构质量增大到一定

程度时 ,除了振动能量较大的前几阶频率段附近之

外 ,非线性主体结构上的附属结构的最优位置均趋

向于底层 。

4　结　论

本文采用 Y.K.Wen提出的非线性模型 ,以等

效线性化的方法对非线性主体结构上单个和多个

附属结构的动力响应进行了计算 ,研究了主体结构

非线性对附属结构的影响 ,分析了附属结构动力响

应的影响因素 ,并对多个附属结构之间的相互影响

进行了分析 ,进而得到了一些有意义的结论。

(1)对小质量附属结构而言 ,在低频和高频段

主体结构非线性对其影响较小;在中间频率段 ,特

别是在主体结构低阶频率处非线性对附属结构的

响应有着明显影响;随着附属结构质量的增加 ,附

属结构与主体结构之间的相互作用增大 ,非线性对

低频段大质量附属结构的影响仍然较小 ,在高频段

的影响相对明显 。同时 ,主体结构非线性对不同楼

层位置处附属结构响应的影响也不相同 ,在主体结

构中间频率范围内中间层附属结构受非线性的影

响较大 ,这是由与附属结构相调谐频率对应的振型

决定的。

(2)在线性主体结构上 ,附属结构的最优位置

在低频段位于底层 ,在中间频率段位于主体结构的

中间层 ,在高频段则比较复杂 。在非线性主体结构

上 ,当附属结构质量较小时 ,与线性主体结构类似 ,

随着附属结构质量的增加 ,附属结构的最优位置也

会发生较大的变化。但是与线性主体结构不同的

是 ,此时在某些中低频率段附属结构的最优位置仍

然可能位于主体结构的中间层甚至高层 。

(3)主体结构上存在两个附属结构时 ,当附属

结构 2与主体结构的振动频率相调谐时 ,附属结构

1的响应也会随着减小;当附属结构 2频率与附属

结构 1的对应频率附近时 ,小范围的频率摄动可能

会导致附属结构 1响应的急剧起伏;当附属结构 1

和 2的频率都处于主体结构的振动频率附近时 ,附

属结构 1的响应相应减小 。

(4)不同楼层位置处的附属结构 2 对附属结

构 1有不同影响;主体结构的非线性减小附属结构

2对附属结构 1的影响 ,影响规律不变 。

(5)随着附属结构 2质量的增大 ,其对附属结

构 1的影响随着增大 ,而影响随着频率变化的大致

规律并没有改变 ,附属结构 2的存在对附属结构 1

的最优位置的影响较小 。
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Seismic response analysis of secondary system mounted

on nonlinear primary structure
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Abstract:Based on the code for seism ic design of bui lding in China , primary systems usually yield befo re

secondary systems' dest ruct ion under the severe ear thquake lo ading in practice , so the non-linearization

characteristic o f primary sy stems usually play s an impo rtant role in the dynamic analy sis for primary-sec-

ondary systems.Ow ing to this reason , the dynamic response expressions of primary-secondary sy stems

are studied and propo sed in this paper , which are based on the theo ry of random vibrat ion and the equiv-

alent linearizat ion method.Then , the re sponse expressions are used fo r explain the effect of nonlinearity

of primary sy stem on the response o f secondary systems , while the response variance is adopted as the a-

nalysis index.In the numerical analy sis , tw o simple and generic st ructures , which is 3-degree o f f reedom

and 10 deg ree o f f reedom respectively , are used to study the response propert ies.Moreover , the optimal

po sitio n of secondary sy stems represented by the minimum response variance , and the interaction be-

tw een multiple secondary systems are also calculated and analyzed.In the end , some valuable conclu-

sions are studied.

Key words:primary system;non-linearization;equivalent linearization;secondary system;optimal po sition
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